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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Cada par de lados homodlogos (que se ubican en la misma posicién) de

un triangulo rectangulo cuyos angulos sean iguales seran proporcionales. .15

Para que sea mas facil interpretar lo que se estd explicando el tipico |* 6 ]0 -5
triangulo de catetos de 3 cm y 4 cm, que tendra su hipotenusa de 5 cm TS T BT
(Pitagoras). Dibujemos otros dos triangulos donde los catetos y la 12 ) g ! 41

hipotenusa sean el doble y el triple (segln corresponda).

9 , B .
— =—=_=3—= razdn —=—=—=2—razdn
4 3 3 4

La proporcionalidad también puede escribirse respecto a los lados homodlogos.

Cateto Opuesto_z_i_i_os Hipotenusa -2-&-&-15665
Hipotenusa 5 10 15 Catete Opuestoe 3 6 9 '
Cateto  Adyacente _ f _ E _ E -08 Hipotenusa _ 2 _ E _ E =195

Hipotenusa 5 10 15 Cateto  Adyacente 4 8 12
Catetoe  Opuesto _ E _ é _ i —075 Catete  Adyacente _ i _ § _ E 13333
Cateto  Adyacente 4 8 12 Cateto  Opuesto 3 6 9

Lo importante a destacar es que el angulo en todos los casos es el mismo. Este hecho es importante ya que permite
relacionar a los angulos con la razén de la proporcion de los lados. Esta relacion presenta la propiedad de unicidad y
la propiedad de completitud (para cada par de lados homdlogos existe siempre un Unico valor (razoén) relacionado
con una determinada [existe y es Unica] amplitud angular), por lo tanto, se establece una funcién, a las que
llamaremos trigonométrica.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

51 dividimos: llamaremos a esta funcion:
Cateta  Cpussia Cateio  Opuesio
- Seno v la denotaremos por Sen{at) Sen(a) = 5
Hipatenuisa Hipotenisa
Catete  Advacente . ) Catetn  Advacente
- Coseno v la denotaremos por Cos{) Cas(a) = -
Hipatenusa Hipatenusa
Cateta  Opussio Catetn  Cpussio
Tangente v la denotaremos por Tan(a. Tan(a) =
Catete  Advacente g - P (@) (@) Catete  Advacente
Catete  Advacente Cateta  Advacents
Cotangente v la denotaremos por Cot{o) Cot ) = s
Catete  Opvussio Cateto  Opuesio
Hipotenusa Hipotenusa
Secante v la denotaremos por Sec(o) Secla) = i
Cateia  Advacente Cateto  Advacente
Hipatenusa Himat
P TP —— Cosecante v la denotaremos por Csc(a) Csela) = porensa
Cateto  Cpuesto Cateto  Opuesto

MNO@TA. Las funciones Seno y Cosecante son inversas. También son inversas las funciones Coseno y Secante.
Finalmente son inversas las funciones Tangente con Cotangente.

Esto es:

seco = , coseca = , cotgo=——
Ccos o Sen o tg o
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Las funciones trigonométricas son funciones periddicas, repiten el valor de imagen cada 360°. De esa manera
tenemos que: cos 60° = cos 420° = 0,5

Grafiquemos, mediante tablas, las siguientes funciones tomando valores angulares desde 0° hasta 360°. Para
facilitar el trabajo tomemos angulos a intervalos de 459:

FUNCION SENO:

o sen o

0] o ,

45 [ 0,71

90| 1

135] 0,71 = = > .0
180] 0

225]-0,71 ’

270 -1

315]-0,71

360 0

FUNCION COSENO:

2

a | cosa -

0 1 P

45 | 0,71 N\ /

90| o lo k ‘
1351 -0.71 90N\, 130 /;".-’0 360

) \\ p
180 -1 N
225] 0,71 -1 "
270 0
315 0,71
360 1
FUNCION TANGENTE:

o |tga J

0 0

45 1

/

19305 / / /1/ ) 40 270 50
180 | 0O
225 1 :
270 | 1/

315 | -1 .

360 | 0 -

/1] Significa que no se puede calcular el valor de la funcién, el resultado no existe (asintota).
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FUNCION COTANGENTE:

Cotg o

SR

/11

45

-1

90

135

180

/11

225

-1

270

315

/11

360

-1

FUNCION SECANTE:

S€C A

=] s}

45

1,41

90

/11

135

-1,41

180

225

1,41

270

/11

315

1,41

360

FUNCION COSECANTE:

LY

o | Cosec a
0 1
45 1,41
90 1
135 1,41
180 1
2251 -1,41
270 -1
315 -141
360 1

90" 120 2708 360
H
o0 130 270 360
1
1
D
o0 150 270 360

N
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PARAMETROS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Una funcion periddica es aquella que cumple que: f(x) = f (x + p) donde P es el periodo diferente de cero. En general,
una funcién trigonométrica presenta tres pardmetros fundamentales: Amplitud (A) Frecuencia k y Fase (a)”. La
primera es la que cambia el tamafo de la funcion, la segunda modifica el grado de repeticion, y la Ultima determina
el desplazamiento de la funcidn. Por ejemplo, especificamente para la funcién seno se tiene: f{x) = A- sen (kx + ). Cabe
sefialar que un signo (+) en la fase, implica que la funcidon se adelante (o sea, se corre a la izquierda) y un signo
(=) en la fase implica que la funcidn se atrase (o sea, se corre a la derecha).

Ejemplo.
Trazar las graficas de las siguientes funciones:
a) f(x)=2sen ()

Solucion. Se aprecia como en la grafica la amplitud es el doble (dos veces mas grande) que la funcidn f (x) = sen x,
sin embargo, la frecuencia y la fase no cambian

b) f(x)=sen (2x)

Solucion. En este caso, en la grafica la frecuencia es del doble (se repite mas), sin embargo, la amplitud y la fase
no cambian.

y

T2

T T T T T T I

/ x
- _3n ! _E — T 3_": 2n
2 2 2 2
T -1
T 2
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¢) f(x)=sen (x+mn)

Solucion. La grafica muestra como la funcidn se adelanta n unidades (por el signo +), sin embargo, la amplitud y la

frecuencia no cambian

d) f(x)=>5sen [4x—§j

Solucion. Aqui se modifican todos los parametros: la grafica tiene una amplitud de 5 (es muy grande), tiene una

T

frecuencia de 4 (se repite mas) y se atrasa 3 unidades (por el signo —).

y

mS

(ST o

w3

I\

4 veces en 2T —'|
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e) f(x)=2+sen (x)

Solucion. En este caso no se modifica ningun parametro: la grafica es igual a la funcion f (x) = sen (x), solo que se

desplaza 2 unidades hacia arriba.

y
1 3
/ ’ /
1+ 1
X
ox 3¢ T _r r T 3n 2n
2 ) 2 2

RECORDANDO. ..

CIRCULO TRIGONOMETRICO

Se llama asi a una circunferencia de radio uno y con el centro en
el origen de un sistema coordenado. Se puede considerar que el
punto P que se utiliza para calcular las razones trigonométricas es
el de interseccion de uno de los vértices un triangulo equilatero
unitario con el circulo trigonométrico cuyo centro coincide con
otro de los vértices del triangulo. Esta consideracion permite
determinar el comportamiento de los segmentos en el plano que
representan graficamente las razones seno y coseno, tal y como - 4
se muestra en la siguiente figura de la derecha:

VALORES NOTABLES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En la figura anterior, al mover el angulo en la direccion mostrada,
los segmentos verticales representan las razones seno y los

y

P
sen @ = cateto opuesto

7

COs O = cateto adyacente

horizontales las razones coseno. Estos valores dependen de la
orientacion de los segmentos, por lo que ellos determinan el signo de
estas razones. Ademas, debido a que la tangente es igual al cociente
del seno entre el coseno, que la cotangente, la secante y la cosecante
son los reciprocos de la tangente, coseno y seno respectivamente, con
saber la magnitud y signo de estas Ultimas se pueden obtener los
valores de las primeras. Los valores notables de las funciones
trigonométricas se obtienen a partir de sus definiciones considerando
los valores de los catetos y de la hipotenusa. Por ejemplo, para
calcular los valores para 30° se puede construir la figura de la
izquierda.

Teniendo en cuenta que se forma un tridngulo equilatero unitario en el
triangulo rectangulo, el valor de la hipotenusa es uno, el del cateto
opuesto es su mitad y, aplicando el teorema de Pitagoras, se obtiene
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V3 1
~ ]
que el valor del cateto adyacente que es -~ . Por lo tanto, el valor del seno de 30° es < el valor del coseno de 30°

s sen 30 ) 1
; tan 30 = = -
NE cos 30 V3 J3
e 2 vy, en consecuencia: .
COS X 1 1
cot x SCC X y CSC X

Aplicando las expresiones sen x COS X sen X - se obtienen los valores respectivos.

La tabla siguiente condensa estas cifras, ademas de los valores mas notables de las funciones trigonométricas:

(%

=

Radianes 0 —

(;‘:;

Sén .

-

| -
J

2
2|55
J

. 1
COS x 1 N —p

)
)
9]

tan x

cot x - 1 — 0 —=

CSC X

GRAFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Las funciones trigonométricas no son inyectivas, esto significa que para un cierto valor de la imagen existe un
namero infinito de valores de x. Esto significa que estas funciones no tienen inversa, sin embargo, pueden tenerla si
se consideran ciertos intervalos donde cumplan con la definicién de funcién y cuya tabulaciéon para cada una se
deduce a partir de los valores notables (de las funciones trigonométricas). Esto se muestra a continuacion:

. -1 - : R
« Funcién f(x) =Sseén X .Sudominio es [— 1,1] y suimagen es [— 55} .

y
i
!
i1 X

- s . —
2 - .
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s Funcién f(x) =cos ' x . Su dominio es [— 1,1] y su imagen es [U,Tt].

- m T
« Funcion f(I)Z tan l X . Su dominio es (—m.m) y Su imagen es [—EEJ

y
2 1
...................................... o
=T
i 1
1 1 X

4 1

LA

2 +
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2

2

. Funcién f(x)=cot ' x. Su dominio es (—o0,0)U(0,20) y su imagen es [—E.Uj U[‘D.E:| .

. Funcion f(x)=sec™" x . Sudominioes (—oo,—1]U[l,%0) y su imagen es {Ugj U [g .ﬂ} :

SRR SRR S E N S

i

[]

i
IR B
i i
| LI i
; ;
H i
: ;
: :

-1 1 X
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« Funcién f(x}= esc™' x . Su dominio es (— 9, — I]U [1.°°) ¥ su imagen es [— T ,{]}U (GE} .

S T i ——
o

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Se han mencionado algunas de las identidades trigonométricas, sin embargo, es conveniente hacer un sumario para

tener una mejor referencia. No es necesario aprenderse todas las identidades de memoria, por ello, se mencionan
por grupos de importancia.

Considérese la siguiente figura:

y
._.....llil hl'ln-..... -
“.-.l' - m
.,a-".'“ ."'-.. P (a.b)
& .
/
Py (v,v,) i Y
z; “."-4-.. b s‘g‘
H T, '1/- }
i aa, 1
E .7'! - / ; .F:.; {{U)
% W=i-v }' i
E ,i‘". H X
i - i ;
o
3"-. - /
P ,) % .
'.k.. y
.‘."* P la—b
'-.'-.-..,_“" — .‘,..-'" 2 [ J
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IDENTIDADES PRINCIPALES

a) Relaciones inversas:

sen x 1 COs X
lan x = cotx = =
Ccos x lanx senx
seC x = cscx=
Ccos x sen x
Demaostraciones:
b
b ¢+ senx
. 1 y tanx=—=X=
Multiplicando por - en la definicion de tangente: a d cosx
IS

Nota.

Utilizando con reiteracion una o mas férmulas del grupo c), conocidas como férmulas de reduccion, es posible
calcular el seno de “x” y el coseno de “x”, para cualquier valor de “x”, en funcién del seno y del coseno de angulos
entre 0° y 90°. Utilizando las formulas de los grupos a) se pueden calcular los valores de la tangente, cotangente,
secante y cosecante de “x” en funcién del seno y del coseno. Por tanto, es suficiente tabular los valores del seno y el
coseno de “x” para valores de x entre 0° y 90°. En la practica, para evitar calculos tediosos, se suelen también
tabular las otras cuatro funciones para los mismos valores de “x”. Sin embargo, desde la popularizaciéon de las
calculadoras y las computadoras, las tablas de funciones trigonométricas han caido en desuso.

Ccos x

1 a
i _ - . cotx=— =
Multiplicando por - en la definicion de cotangente: b sen x

c
. _ 1
Aplicando el reciproco en la definicién de secante: S¢¢ ¥ =" a cosx
c

c
Aplicando el reciproco en la definicion de cosecante: €3¢ X = s
b) Identidad pitagorica:

) )
sen” x+cos” x=1

Demostracion: Si en la expresion del teorema de Pitdgoras se divide cada término entre c2 se tiene:

2 2 2 2 2
2 2 2 a- b c” a b
a“ +b =" = —t5== = |=| = =1
[ c” c” [& [
"l rl el
= {senx}'+{cnsx}1=l sen” x+cos” x=1

c) Identidades expresando funciones trigonométricas en términos de sus complementos:

T T T
cosx=sen| —-x SEN X =C05%| ——X cotx=tan| ——x
5 3] 5]
T s i
tan x =cot| ——x csCx=sec|——x SeC X =C8C | ——x
5] 5] 5
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Demostraciones: Si en el tridngulo de la figura, el angulo en el cual se aplican las funciones trigonométricas es

T
——X

2, entonces se tiene que el cateto opuesto y el cateto adyacente se intercambian, por lo tanto, se tiene que:

n | b T | b
SEN| —=X | =—=C05 X COS| —=—X |=—=3senx tan| —=x |=—=vcot x
c ' 2 ¢ ' 2 a
%, A b & ¥
T C T c
cot| —=x|[=—=tan x S8C| —=X |=—=CSCX CSC| —=X |=—=8ECcX
\ J b | 2 b \ ) a

d) Periodicidad de funciones trigonométricas. El seno el coseno, la secante y la cosecante tienen
periodos de 2n, mientras que la tangente y la cotangente tienen un periodo den.

sen (x+2m)=sen x cos (x +2n) = cos tan (x +m)=tan x

X X
cot (x+m)=cot x sec (x +2m) = sec x cse(x+2m)=cscx

Demostraciones: En las graficas de las funciones V =S¢ X y ¥ =C0S X ge aprecia como los valores se repiten cada
2n radianes, asi que, al aplicar sus respectivas identidades reciprocas, las funciones ¥ =¢5¢ X y ¥V =8€C X tampién
presentan esa misma periodicidad. Por su parte, en la gréafica de la funcién ¥~ an X se muestra como los valores se
repiten cada n radianes, asi que, al aplicar su identidad reciproca, la funcién ¥ =0l X también posee esa misma
periodicidad.

e) Identidades para angulos negativos. El seno, la tangente, la cotangente y la cosecante son funciones
impares, es decir que cumplen con f (-x) = - f (x). Por su parte, el coseno y la secante son funciones pares, es
decir cumplen con f(x) = f (-x).

sen (—x)=—sen x cos (—x)=cos x tan (— x)=—tan x

cot (—x)=—cot x sec (—x)=sec x esc (-x)=-csc x
f) Identidades trigonométricas de dos angulos:

sen (x+y)=sen x-cos y+sen y-cosx
(x+) ) } sen {x— ¥)=sen x-cos y—sen y-cos x

cos (x+ y)=cos x-cos y—sen x-sen y cos (x - y)=cos x-cos y+sen x-sen y
tan x+tan y tan x—tan y
tan I[J:—_\']I: -

tan {.T-I- 1'}=— —_—
’ | —tan x-tan v l+tan x-tan y

Demostraciones: Sean u y v dos nimeros reales cualesquiera expresados en radianes y su diferencia se establece
como w = u - v. Si los puntos de los lados terminales de los dngulos indicados en una circunferencia unitaria (c = 1) son

£y (MIJHEJ, P}("l»‘*":)

respectivamente , entonces, por definicion se tiene:

COsu=u;, COSV=V COs {” - 1.} = W,

SN u =Hy, SNV =V, 5CN {H —'l']= Wy

Se aprecia que la distancia entre P5 y P1 debe ser igual a la distancia entre P3 y P4 porque los angulos miden lo
mismo.

Aplicando el teorema de Pitadgoras:

‘J‘(“] ~1)f + (wy - o) = \““1 -% y + oty =, y

PLAN DIARIO Quinto BACL - Matematica V BIMESTRE 3
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elevando al cuadrado y simplificando las expresiones de los radicales:

2 2 2 2 2 2
W =2wy+1+wnT = = 2uvy v s =20V vy

2 2 2 2 2 2
Wi tws = s = v =1

Por ser una circunferencia unitaria, se cumple que , entonces:

- 1 = -_— 2 _j' r = 2 .. ’ . .
2=2w =2-2u = Jupvy = W =y gy, asi que sustituyendo se tiene:

cos (u—v)=cos u-cos v+senu-sen v si se renombra a las variables como:
u=xyv=y sellegaa: €08 {x—_v]=cus X-CO$ y+sen x-sen y
Ahora, si se hace que V = —)¥ y se recuerda que S€n {—}"J= —S€ny y Ccos {—}’] =CO0s ¥V | entonces:

cos (x+y)=cos x-cos (-y)+sen x-sen (-y) = cos(x+y)=cosx-cos y—sen x-sen y

Por otra parte, aplicando la identidad de complemento para el coseno:
T T T T
€N {.‘L’+_l';|=C{JS |:E—|[X+_)?}:|=C{JS|:(E—XJ—yi|=CUS[E—X]-CDS J’+EEH(E—.‘IJ-SED ¥

Reduciendo:

sen (x+ y)=sen x-cos y+sen y-cos x

Ahora, si se hace qgue ¥V = —) y se recuerda que Sen {— }-‘Jz —sen y y cos {— }-‘J =C08 Vv, entonces:

sen (x—y)=sen x-cos (- y)+sen (- y)-cos x = sen(x+y)=sen x-cos y—sen y-cos x

Por ofra parte, aplicando la identidad de la tangente:
Ser {x+_1'] _Sen X -cos y+sen y-cos x

tan = =
(x+}-} {105{1'1'}’} CO5 X-CO05 V—5€N X -3¢n ¥

Si se divide el numerador y el denominador entre cos x-cos y#0:

SenXx COSy semy €Osx

tunl[x+r}— 5&11{1+_1'}_::05;r COSy cosx cosy tanx+tany
. {;05{11.}:} COSX COSy senx seny l—tanx-tany

COsX CO5Y CO5X COsYy

Ahora, si se hace que ¥ = —J y se recuerda que tan (—y)=—tan y , entonces:
tan x+tan(— J.-‘) _ tan x-—tan y
l—tanx-tan(—_}:} 1+tan x-tan y

tan {_r - _1']=

g) Identidades de doble angulo:

sen 2y =2-5en x-CcoOsXx cos 2x=cos x—sen“x=2-cos°x—1=1-2-sen"x
2-tan x
tan 2x = ———
l=tan” x
PLAN DIARIO Quinto BACL - Matematica V BIMESTRE 3
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Demostraciones:

Sise hace ¥ =X en laidentidad scn I[Jr+ J-‘}= SEN X - COS V+sen ) -Ccos X, se tiene:
sen (x+ x)=sen 2x =sen x - cos x+sen x-cos X = 2sen X cos X
Sise hace v =X en laidentidad cos I[x + y]lz COS X-COS ¥ —Sen X-sen y , se tiene:
’)
cos (x+x)=cos 2x = cos x- cOS X —sen x-sen x = Ccos- x—sen> x
) 2 > 3

pero ademas se sabe que: sen “x+cos” x=1 = c¢os “x-l=-sen” x

’) 2 3 ,) 3
por lo tanto: cos 2x =cos” x—sen” x=cos~ x+cos” x—1=2cos” x-1

) )

pero también se sabe que: Sen *x+cos’ x=1 = cos ‘x=1-sen’ x

por o tanto: cos 2x =2cos? x—1=2(1-sen? x)-1=2-2sen? x—~1=1-2sen” x

lan x + tan y

. y— : i lan |x+ y )=
Sise hace ¥ =Xx en la identidad ( J*] 1 —tan x-tan y

, se tiene:
tanx+tanx _ 2tanx

tan 2x = = .
l-tanx-tanx 1—tan- x

h) Identidades trigonométricas que involucran cuadrados:

sec” x=I1+tan’x sc”

Demostraciones:

¥ )
Si en la identidad sen” x-cos” x=1, se divide cada término entre mﬁ1 xX:

2 2
SEN” X COs X |

2 pl 2
5 - — = tan® x+1=sec’ x = sec’ x=I+tan” x
COS™ X COS” X COS™ X

3 3 ')
Sien la identidad sen” x-cos” x =1 se divide cada término entre sen” x :

2 2
sen” x cos” x 1 3

] 3
= = l+cot" x=csc”x = o5

,
= - x=I1+cot” x
sen- X sen- x  Sen- x

i) Identidades que expresan funciones trigonométricas en términos de sus complementos:

sen (m—x)=sen x cos (m—x)=—cos x tan (t—x)=tan x

Demostraciones:

Si en la identidad sen (x—y)=sen x-cos y—sen y-cos X se sustituye X=TM y V=X
sen {n—x}zsenﬂ-cus x—sen x-cos T=0-cos x—sen x-{—l}z&en x

Si en la identidad cos {x-_v}=+;:u5 X-Cos y+sen x-sen ¥y, se sustituye x=T y y=x.
cua{?l:—_r]lzcm T COS X +5en T:-sen;r:-l-{:usx+{ﬂ]|-:-;en_r:—::nsx

tan x —tan y
Si en la identidad tan (x = y)= ]

it Y=y y=x:
1+tanx-tan_1"sesus uye y )

tanw+tanx = O+tanx  tanx

tan{ﬂ:—x]= = =
l-tanm-tanx l+tan(-tan x 1

tan x
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j) Identidades trigonométricas de medio angulo:

x l—cosx x l+cosx X
sen —=i1||— Cos —:i,”|— tan —=
2 2 2 2 2

Demostraciones:

l=cosx

l+cosx

l=cos 2x

2

2 . 2 . .
Sien laidentidad cos 2x=1-2sen” x , se despeja sen” X se tiene que: Sen- x =

x
ahora, si se sustituye S por Xy si se considera que esta en un cuadrante cuyo signo es positivo:

s x l-cosx x 1-cos x
sen” —=——— = sen—=, |——
2 2 2 2
. o a . N . 2 1+ 2cos 2x
Sien laidentidad cos 2x =2c0s” x—1, se despeja ¢08~ X se tiene que: COS™ X = —

X
ahora, si se sustituye S por Xy si se considera que esta en un cuadrante cuyo signo es positivo:

s x l+cosx x l+cos x
cos" —=———— = cos—=%, |———
2 2 2 2

n x X

se
Si en la identidad tan X =—— sa sustituye 5 por X y si se considera que esta en un cuadrante cuyo
COS X

signo es positivo:

X I-cos x
sen 2 ) 1||—2

X l-cos x
L’:II'I ; = — =
X .y —
< st 1+cos x |+ cos x
2 2
SISTEMA CIRCULAR DE MEDICION DE ANGULOS
El sistema de medicion de &ngulos que solemos utilizar es el sexagesimal,
\ divide a la circunferencia en seis partes de 60° cada una, obteniendo un giro
A1co completo de 360°. Cuando se quiso utilizar este sistema en fisica, para poder
calcular el camino desarrollado por alguna particula en trayectoria circular, se
Ay encontraron que el sistema sexagesimal no los ayudaba pues,
Rade _ICA =@, Mmatematicamente, no estd relacionado con el arco que describe el cuerpo al
Rachio moverse.
¥
De esa manera se '"inventd" otro T
sistema angular, el sistema circular, 7 ____ i
donde la medida del angulo se obtiene al dividir el arco y el radio de la '
circunferencia. En este sistema un angulo llano (al dividir el arco por el radio) ! - \
mide 3,14 (que es el valor aproximado de "n"). : "~ .
7 b— = 0
De esa manera un giro completo (que es lo mismo que dos angulos llanos) !
mide 2.
180°=1 o 360°=2n \
- . - . . - --“-—_‘
En este caso la circunferencia queda dividida en cuatro partes iguales de 90° 3"/2
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(*2) cada una, que va desde 0° hasta 360° (2rn), a las que se denomina cuadrantes:

1" cuadrante: 0° a 90°

240 cuadrante: 90° a 180°

3¢ cuadrante: 1800 a 270°
4t cuadrante: 270 a 360°

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS COMPLEMENTARIOS

Podemos desarrollas las funciones trigonométricas de angulos complementarios mediante triangulos rectangulos, ya
que los angulos que no son rectos son complementarios entre, si:

a+pP=90° =P=90°-a
a a 1
Hipotenusa Hipotenusa
cateto opuesto cateto adyacente
b c b c
cateto adyacente cateto opuesto
be
senf =sen(90°-a) = —= =cose
ac
ab
cosf =cos(90°-q) = = =sen o
ac

tg (90 — o) = cotg O
cotg (90 —o)=tg
sec (90— o) = cosec

cosec (90 — o) =sec «

Las funciones trigonométricas de los angulos complementarios son opuestas. En caso de los angulos de (90°-a) los
angulos caen en el primer cuadrante y los signos son todos positivos.

Cos o

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS SUPLEMENTARIOS

Los angulos suplementarios suman entre, si:

Cos (o — 907

h I\.:./.

180° ;a0 +p=180°F = p=180"-u

En este caso las funciones quedan iguales s6lo cambia el signo segun el cuadrante que caiga: sen (180° — a) = sen a.
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SIGNOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SEGUN EL CUADRANTE

En el primer cuadrante, vemos que: el cateto adyacente se ubica sobre el eje x, asi que lo denominaremos "x"; al
cateto opuesto, que se ubica sobre el eje y, lo llamaremos "y". La hipotenusa, que es el radio de la circunferencia,
la designaremos "r".

cat. o cat. ady. x cat. o
SENn O = — p=Z; CosSQ = —— y=—‘, tga=—p P
hip. r hip. r cat. ady. x
y +
--'_-'—- 7 ““\‘-.
R S N
/ ? / \ Ya que "x", "y", "r", son positivas, entonces, Todas las
/ 't \ funciones trigonométricas en el primer cuadrante son
( 1 / v\ positivas.
- 1- o S
X -1 i ".\ +
| - / Sen | Cec | Tan | Cot| Cos| Sec
\ / + |+ |+ +]+]+
) N __/
".—
v+
s N
/~ N *f \ En el segundo cuadrante, el cateto adyacente cae sobre el
/o S ". \ eje negativo de las x, mientras que el cateto opuesto
"’ ! \ \ sigue sobre el eje positivo de lasy. ElI radio (la
| . 1 . hipotenusa) sigue siendo positiva en todos los cuadrantes.
_\'—‘ : — : % x+ Por lo tanto: el Coseno, la Tangente y sus inversas
| X f (Secante y Cotangente) tienen resultados negativos.
|I ‘l"
\ / Sen |Csc | Tan | Cot| Cos| Sec
L /
N 7 + + — — — —
) L.
.“+
— T En el tercer cuadrante, tanto el cateto adyacente como el
- cateto opuesto tienen sus signos negativos, ya que caen
sobre la parte negativa de los ejes. En este caso la
Tangente (y su inversa, la Cotangente) resultan positivas:
L’ |y 4 (—:—=+)
X— X
| = TX T |
b v Sen |Csc | Tan | Cot | Coz| Sec
X l ' — |-+ |+ | -]|-
.\' -
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y+
d ‘-.\‘“\

% En el cuarto cuadrante, el cateto adyacente vuelve a estar
"-.' sobre el eje positivo de las x, mientras que el cateto
\ opuesto sigue sobre el eje negativo de las y. En este caso,
" | las Unicas funciones cuyo resultado sera positivo son el

' - \_;, { X+ Cosenoy la Secante.

| \ | - ' )
‘ V v/ Sen |Csc | Tan | Cot| Cos| Sec
\. g - |- |- | -]+ |+

FUNCION EXPONENCIA Y FUNCION LOGARITICA

FUNCION EXPONENCIAL

La funciéon exponencial es de la forma f(x) = a* tal quea >

0,1 a # x El valor a se llama base de la funcién exponencial.

Propiedades:

e El dominio esR.
e El recorrido es ]0,+x]
e La funcién es continua enR.

. fO=1

e Sif(x)=f(y),entonces x = y,es decir,si a* =

a”,entonces x = y.

s fOfO=fx+y)

.?-s-<44¢-—'-'f/1f1234

r

y = 15"

Si a >1 la funcidén es creciente.

Si 0 < a < 1 la funcion es decreciente.

y=04~*

Las gréficas de las funciones f(x) = a*, g =

.

a

2
) son simétricas respecto del eje de ordenadas OY.
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y=05" y =2*%

EJERCICIO 0i.

Estudia y representa la funcion f(x)=4".

Es una funcidon exponencial de base a =4
El dominio es R

El recorrido es [0,+0]

Es una funcién creciente.

La funcién es continua en R

Construimos una tabla de valores de la funcion:

X -2,5 -2| -1,5| -1/-05| 0[|05| 1] 15| 2|25
y10,03125|0,0625|0,125]0,25| 0,5| 1| 2| 4 8|16 32

EJERCICIO 02.

Resuelve la ecuacion exponencial: 3*"' =729
Intentaremos que las dos partes de la ecuacion sean dos potencias de la misma base:
729 = 3°

3)(—1 — 36
Igualando los exponentes:
Xx-1=6

La solucidon de la ecuacibnes x=7

Nota: para resolver ecuaciones donde no podamos obtener a las dos partes de la igualdad potencias de la misma
base, se aplicaran logaritmos. Por ejemplo: 2x = 3.

EJERCICIO 03.

Resuelve la ecuacion exponencial: 3%* —3*'_3% =45
Para resolver este tipo de ecuaciones utilizaremos incognitas auxiliares:
Efectuamos el cambio y = 3*

Entonces: 3> =(3*f =y2, 31 -3%.3-3y
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La ecuacion inicial se transformaria en la siguiente:
y? -3y-y=45

Resolvamos la ecuacién de segundo grado:

- 4+\16+180 4+196 4+14

2 _4y-45=0, ,
e 2 2 2

y=9 y=-5

Deshacemos el cambio:
y =3* =9, entonces 3* =32, igualando exponentes, x =2
y = 3% =-5, la ecuacion 3* =-5 no tiene solucion, la funcion exponencial siempre es positiva.

EJERCICIOS PROPUESTOS.

1. Con la ayuda de la calculadora, efectla las siguientes operaciones:

a) 21/3 . d) 2—2'7 - g) 27t _
b) 272 = e) 2%% = hy 27 =
C) 21'3 = f) 2—v’g — |) 22+\/5 —

X X
2. La calculadora tiene dos funciones exponenciales . Con la ayuda de la calculadora, efectia las
siguientes operaciones:

a) 10" = e) 1OV% _ i) e3/4 =
b) 107°° = f) 103 = ) es®-=
c) 105/4 = 9) e23 _ K) eJi _

d) 1077 = h) e = ) eV5=

3. Estudia y representa las siguientes funciones:

a) f(x)=2" d) m(x)=2'5" ) q(x)—[zjx
b) g(x)=3" 1) 3
x ) n0x)=(7] o
c) h(X)=[§j h) r(x)=[—)
2 ¢ (1 x S
) p0=(3 ]
4. Estudia y representa las siguientes funciones:
a) f(x)=10" ) h(x)=2-10* e) n(x)=-3-10* @) q(x)=01
b) g(x)=¢” d) m(x)=5-e" f) p(x)=-5-¢e h) r(x)=100"

5. La mayoria de las bacterias se reproducen por biparticién, es decir, una célula madre se divide en dos células
hijas. Supongamos que un tipo de bacterias necesita 1 hora para duplicarse.

Completa la tabla siguiente.

x(horas) 0 1 2 3 4 5 6 X
Y (bacterias)
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Define la funcion y represéntala graficamente.

6. La presion atmosférica varia segun la altura con la siguiente formula P(x) = 0'9*, donde x es la altura en
kildmetros y P(x) la presion atmosférica en atmdsferas.

Representa la funcion.

7. Dada la funcién f(x) f(x) = 2%
Sin utilizar tablas de valores dibuja las funciones:

glx) = 2x + 3

h(X)ZZX—‘l- 4 5 6 7 8 3 10
m(x) = 2x + 2 2
n(x) = 2x—1 N

8. Dada la funcién f(x) = (l)x

3

Sin utilizar tablas de valores dibuja las funciones: 5
1\ 5
= |- + 4 5
9@ =(3) _
1 X 3
heo =(5) -3 ,
7 6 5 4 3 2 1 \NLz 4 5 6 7 8

1 x—2
me = (3) )
3
1 x—-1 :
n = (3) :

9. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 7' =77 g gaci 1 k) 7*+71+7%2=2793 p) 222 42" =320

b) 5% =5 9 ) 31 43%2_3%2 -5 ) 4%-2%1_3.2% =24

c) 2=1024 @ 3 =43 m) 3:2%-5.2%% =14 r) 9% -5.3%2_7.3% =2349
d) 2%+ -1 hy 7*'=49%72 ny 2.3%%4+4.3%% =14

e) 3% =81 ) 252 =125*" 0) 3% -3*1=54

j) 25" 4+2* +2 =14
LA FUNCION LOGARITMICA
Seaa > 0,a # 1

Definimos logaritmo base a de x y lo representamos log,x al valor y log, xy = tal que: ay = x, es decir, la operacion
inversa de la exponencial.
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EJERCICIO 04.

Calcula log, 8, Iog%é], log, 349

log, 8=y, 2¥=8, 2'= 9% por tanto, y = 3. Entonces, log, 8 =3

1) 1
Iog3{—J:y, 37 =

| 57 3Y =3 portanto, y = 4. Entonces log,
\

i]:_4
81
log, Y49 =y, 7Y=%49, 7Y=7%3 portanto, y =§. Entonces log, 3/49 = i

Funcion logaritmica:

A la funcién f(x) = log,x,talquea>0,a #1 Se Illama funcidén
logaritmica.

Propiedades del logaritmo y la funcién logaritmica:

e El dominio de la funcidon logaritmica es ]0,+o0]
e El recorrido de la funcién logaritmica esR.

e La funcién es continua en ]0,+x]

e Silog,x =log,y,entoces,x =y

e log,1=0 : -4
e log,aP =p

y =log, X
y=2" y=x

6
. loga(x - y) =loggx + log, y : y =log, x
o loge (%) = logax — logay L
o log,x =p=xlog,x o8 3 aat"] 2 3 4 5 5 7

logp x

. log, x = logsa v

5

'Si a>1 lafuncion es creciente Si 0<a<1lafunciéon es decreciente

La funcion f(x) log, x =, vy la funcién
g(x) = a* son inversas, por tanto,
son simétricas respecto de la recta

y=x.

y =loggs x

y =log,s X

PLAN DIARIO Quinto BACL - Matematica V BIMESTRE 3
¢Como un joven llevara una vida honesta? Cumpliendo tus palabras. Salmo 119:9 (LPD)



CBS - Colegio Bautista Shalom 25 de 29

Las funciones f(x)log, x, g(x) = logy/, x son simétricas respecto
del eje de abscisas OX.

USO DE LA CALCULADORA

La calculadora tiene dos funciones logaritmicas:

m que son los logaritmos decimales o de base 10. Escribiremos log x = log, X
que son los logaritmos neperianos o de base e. Escribiremos In x =log, x

Calcula: log25, In3
Con calculadoras antiguas:

Para calcular log25
Para calcular In3

25 | log | 1.397940009
3 In | 1.098612289

Con calculadoras modernas:

Para calcular log25
Para calcular In3

log | 25 | = 1.397940009
In |3 = 1.098612289

EJERCICIO 5. Con la ayuda de la calculadora efectla las siguientes operaciones:
log,3, log;2.

Las calculadoras soélo tienen logaritmos decimales y neperianos. Para poder calcular logaritmos de otras bases
efectuaremos el cambio de base:

5 _log3 _ 04771

log, 3 = = = 15850
log2 0'3010
log; 2 = In2 06931 _ 0'6309
In3 10986
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EJERCICIO 6.

Estudia y representa la funcién y = log, x

Es una funcién logaritmica de base 2.

Es una funcion creciente.

Con la ayuda de la calculadora construimos una tabla de valores:

x (025|065 1 16 2'5 3| 35| 4| 45
-2| -1| 0058 1’32158 | 1'81| 2| 2'17
EJIERCICIO 7.

Resuelve la ecuacién exponencial 2* =5

5 no se puede poner como potencia de base 2, entonces calcularemos logaritmos decimales en las dos partes de la

igualdad:

log2” =log5

Apliquemos la propiedad del logaritmo de una potencia:

x-log2 =1log5

Despejamos la incégnita x:

_ logs
- log2

EJERCICIOS PROPUESTOS

,con ayuda de la calculadora podemos aproximar el resultado: x =

Sin utilizar calculadora efectla las siguientes operaciones:

a) log, 4=
b) logy 729 =
¢) log1000 =
d) log;1=

e) log.s 5=
f) log2=

Con la ayuda de la calculadora efectla las operaciones del ejercicio anterior:

g) log 1]
\8
1
h) logs| —
) logs 125
. 1
i) logs 5]_
j) log0'001=

Representa las funciones siguientes:

a) f(x)=Ilog x
b) g(x)=Inx
c) h(x)=10g;s

X

d)

log5
log2

1
k) lo —|=
) 91/3[243j

) log, V27 =
m) Iog4f=
n) logs Y125 =

m(x) = log, x

e) n(x)=logys X

f)

pP(x) =logg; X
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Dada la funcién f(x) log, x:

Sin utilizar tablas de valores dibuja las funciones:

gx) =3+ log, x
h(x) 1 log,x = — +
m(x) = log,(x + 2)

f(x) = log,(x = 4)

~

FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS

Hemos estudiado funciones definidas por una sola expresion algebraica para todo su dominio, pero también
podemos encontrar una funcion definida por intervalos, (también llamadas funciones definidas a trozos), por

ejemplo:

EJERCICIO 8. Representa la funcidn:

Jx+4

a

2

si x<-=-3
si —3<x<1
si x>1

Esta funcion esta definida en 3 tramos, para cada uno de estos tramos construiremos una tabla:

f(x)=x+3 cuando x<-3. f(x)=2 cuando -3 <x <1. f(x)=-x cuando x >1
X f(x) X f(x) X f(x)
-5 -1 -2’9 2 11 -1"1
-4 0 -1 2 2 -2
-3 1 1 2 4 -4
Para cada uno de los tramos representaremos un trozo de gréfica:
3 14 - 12
2 3 . 1. . .
3 2 A 1 2 3 5
. P 11 —e h " ; ;
£ 43 -2 1 1
Nz 1 32412 [N
19 . ' — 1.2 N
1o, 1-1 - 13- - .
d 3 12 - la. . . .
1.4 . 3 5. . \\\
Nota: si el intervalo es abierto en un extremo es simboliza pintando un punto en blanco (0),
Si el intervalo es cerrado en un extremo se simboliza pintando un punto en negro (e)
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La grafica de la funcion es:
3
. . o = *
5 4/3 2 1 1 2 3 5
8|
2
-3
EJERCICIOS PROPUESTOS
Representa las siguientes funciones.
-X+2 six <1 —-2X+6 six<2
a) f(x)= . d) k(x)= f .
2X six>1 1 X six=2
-X+3 six <-1 3+2X six<0
b) a(x)= . e) m(x)= J 2 .
2X+6 six>-1 lx -1 six>0
Representa las siguientes funciones:
[ 2x +1 six<-2 [ X+1 six < -1
a) p(x)={-x>+1 si—2<x<3 b) q(x)=1x>-4 si—1<x<2
1 X+1 six=3 1 4 six>2
- X+2 si x<-+4
&) r(x)= -3 si —4<x<-2
CIx%-4 si —2<x<1
-X+4 si xz1
Estudia graficamente las siguientes funciones:
Define las funciones siguientes a trozos.
a) a(x)=|x c) ¢(x)=|x-3 e) e(x)= \xz —9\
b) b(x)=|x+2| d) d(x)=|-2x+4 f f(x)= ]x2 _4x‘
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INFORMACION (INCLUIDA EN ESTE DOCUMENTO EDUCATIVO) TOMADA DE:
Sitios web:
1. http://www.mty.itesm.mx/dtie/deptos/m/ma00-841-1/FuncionesTrigonometricas.htm

2. http://dgenp.unam.mx/direccgral/secacad/cmatematicas/pdf/m5unidad02.pdf
3. https://www.uv.es/lonjedo/esoProblemas/unidad9funcionexponencialydefinidaatrozos.pdf
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